
第 �卷第 �期

����年 �月

辐 射 研 究 与
·

辐 射 工 艺 学 报 ���
�

�
，

冲 �

������� �� ��������� �������� ��� ��������� ���������� ��� ����

细胞存活率一辐射剂量曲线拟合初探
‘

林万敏 王兆霖 马承武 罗祖玉
�复旦大学�

摘要 根据实验数据来拟合存活率—辐射剂量曲线是放射生物学的基础工作之一
。

这一工作常常

在计算机上用最小二乘法完成
。

但是
，

由于所用的自标函数不同
，
从同样实验数据中得到的曲线参数也不
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同
，
本文通过数理推理证明

，
目标函数 �

� 刀 �卫二笼涪竺竺兰坐 � 比 其它一些目标函数更适用于存活曲线
一
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拟合
。

本研究用三个存活模型对理论上的推论进行了验证
，

得到了较好的结果
。

这一目标函数看来也适用

于其它一些分布跨越几个数量级的实验数据的拟合
。

关艳词
�

存活率一辐射剂量曲线
�

曲线拟合
，
最小二乘法

， 目标函数
。

前 言

制作细胞存活率—辐射剂量曲线�以下简称存活曲线�已成为放射生物学中重要 的 基 础 工

作
。

它能定量地提供具有生物物理学意义的参数
，
是迄今在这一领域中把微剂量学

、

统计学与细

胞学圆满结合起来的例证之一
。

在数理统计中
，
一般用最小二乘法来拟合 已知的数学模型

。

存活曲线拟合所依赖的数学模型
，

目前较为常用的有三个
，
即多靶单 击 模 型 �二 �一 ��一 �一人” �“ �

‘ 〕 和 带 初 斜 率 的 多靶单 击 模 型

�二 �一孟‘ ” 〔�一 ��一 �一孟“ ” �” 〕��’， 以及一次—二次方模型 �� �一 ‘ ��十日��’ 〔��。 上述三式中
，
�表示存活

率
，
� 表示辐射剂量

。

这些模型分别带有二个或三个待定的参数
，
除了第三个模型能够变换成多

项式的表达形式
，
从而用手算进行回归计算外

，
其余两个模型很难用人工计算来达到具有一定精

度的拟合
。

但是
，
应用计算机这一问题就变得很容易了

。

存活曲线的计算机拟合已为越来越多的

人所应用
，
近几年

，
国内也出现了这一方面的研究报道���

。

然而
，
从一些作者处理数据的方法来看

，
在用计算机作最小二乘法的曲线拟合时

，
回归的指

标即目标函数不尽相同
。

本文依据数理统计的原理
，
并结合实验

，
分析

、

比较了不同的拟合方法
，

提

出了较为合理的 目标函数
。

问题的提出和 目标函数的推导

一般的非线性函数的最小二乘法曲线拟合
，
采用的 目标函数为

��

乙 〔�、 一 ����， ��〕 ���

式中
，
�� 、

���� 二 �， �， �
， ……��为一一对应的自变量和 因 变量�在存活曲线实验中即是

份本项研究得到中国科学院科学基金会资助
。



辐 射 研 究 与 辐 射 工 艺 学 报 第 �卷

辐射剂量和存活率观察值�����
，
��为拟合时所用的数学模型 � �为模型中待求的参数

，
可以是

一个或几个
。
目标函数�表示存活率的实验观察值与拟合估算值的残差的平方和

。

能满足 �取得

最小值的 � 即为所求之参数
。

在用式���进行存活曲线拟合时
，
有两个不足难以克服

，
首先

，
存活率观察值变化范围很大

。

当剂量��
�
�为 �时

，
存活率��

�
�等于 �� 但当剂量增大到一定值时�对一般哺乳动物细胞而言

，
大

致在几个 �� 以上�
，
存活率可以下降到 ��

� “ 以下
，
而 ���

�，
��总是一个在数量级 上 与 之相当

的值
。

这样在函数�中
，
低剂量实验点的残差平方和比高剂量实验点的残差平方和大得多

，
即主

要是低剂量实验点的贡献
。

剂量越高
，
其相应实验点的贡献越小

。

与高剂量点相比
，
低剂量点的

残差平方和可以高出几个数量级
。

观察表明
，
当实验包含八

、

九剂量点时
，
最后二

、

三个高剂量

点的存活率的值�往往在 ��
“ �
左右或更小�取与不取竞然对拟合结果没有什么影响

。

这显然是很不

合理的
。

其次
，

假如不考虑数据本身的差异
，
那么各实验点将对�值作出同样的贡献

。

这也不符合

存活曲线实验的实际情况
。

事实上
，
由于各种因素的影响

，
通过细胞培养取得重复的定量结果是

相当困难的
，
细胞的存活率数据都是由多批

、

多样品的实验值平均得到
。

因此
，
各实验点的平均

值的离中性是不同的
。

这在统计学上用标准误����表示
。

在各实验点平均值相差不大 的 情况下
，
某

一实验点的标准误越小
，

意味着该点数据越集中
，
自然其可信度也越高

。

但在存活曲线实验中
，
从

各实验点得到的存活率平均值相差很大
，
应以标准误和平均值的比

，
即 ���

��
�，
来 判定 数据的

集中程度
。
���

��
、
越小的实验点

，
其数据变异程度越小

。

从拟 合 的角度看
，
应该让变异程度小

的点占有更大的比重
。

国外已经有人注意到对上述两方面偏差的纠正
。

�������” ’等提出
，
为了使各实验 点具有同样

的权重
，
拟合存活曲线应用如下的 目标函数

�
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式���实际上解决了上述第一个问题
。

目标函数由各实验点的绝对残差平方和换成 了 相对残

差平方和
，
从而剔除了各实验点数据本身差异带来的不合理成份

。

考虑到相对标准误 ���

��
、
在结果中应有所体现

，
我们在式���的基础上进一步加权处理

。

在

一般的最小二乘法曲线拟合中
，
权重 ��

与 实 验数据的标准误的平方成反比�” �。 在存活曲线的拟

合中
，
权重应与 ���

��
�
的平方成反比

。

综上所述
，
目标函数可表达为

�
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实验验证与讨论

为了证实上述设想
，
我们用实验数进行了验证

。

实验所用的材料为人肺腺痛细胞���一�一�〔” �
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辐照用 ������� 深部治疗机产生的 �����
一

� 线进行
。

详细操作步骤见前文 〔�」。 实验数据的最后处

理是在 ���������一�� 微机上用�����语言编写的程序完成的
。

表 �中�行列了在空气中经
一

。一�
·

���� 线照射的 ���一�一�细胞的存活率�由三批实 验 得 到

的平均值�
。

为了观察在不同的拟合方法中高剂
�

量及低剂量区域实验数据的变化对最后 结 果的影

响
，
在 �行和 �行假定高剂量区域的最后两点的存活率分别比�行提高一倍和降低一半

， 在 �行

衰 � � 线照射后���一�一�细胞的存活率

����� � ���������������� �����一�一� ����� ���������� ���� �一����
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， ‘
一标函” 一鑫�望�的最小二乘法处理样本�的结果
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根据三种不同拟合方法处理样本�得

到存活率一 剂 量 曲 线
，

存活模型是
�� �一 ��一 �一� ，����

，
竖线表示 �。 士��。
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。
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和 �行则假定在低剂量区域的存活率在 �行的基础上分别提高和降低 ���左 右
。
以 �二 �一 ���

�一初��为模型进行处理
。

表 �是用 ��
乙 ��、 一 ���

���〕�， 和 ��

艺�全兰奥迈毛�
’
进行拟合的结果

。

由表中可见
，

� 口� �

用式①进行拟合 ，
高剂量点的存活率变化��

、
��

，
对参数 �。

和 �的影响甚微
，
而低剂量区域存

活率的变化��
、
��则对 �。

和 �有较大的影响
。

当用式②进行拟合 ，
上述弊病则有所克服

，
结果

显得较为合理
。
图 �中的① 、 ②分别表示这种方法对表 �中�行数据进行拟合得到的图象

。

�
。 ， 。 。 �
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人 、 、 二 �二 二�

品
、 ， 二。 。 �，

表 �是用 ��
� �性竺

一

二苍答二主兰竺兰�对表 �中�行数据进行拟合的结果
。

得到的 � 和 �。
值和一

价 一
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‘ ’ ‘ ，
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一 州 �
‘

一日
‘
� “ 一 “ ” ‘ ’
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一
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以式 ��

艺
��� 一 ����， ��

�� �
“
进、，拟合的相近 。

从表中可见
，
凡是 ��、

��
、
较刁

·白勺
�

。 ，
其 �� 的

己。侣。巴场一田之卜﹄另

路
地
诊

剂吸���� ��������

圈 �

气

���
。

�

用目标函数为 ��

乙「丛二里二圣匕
�

里 〕，
� ��七 」

的最小二乘法处理样本 � 得到的存活率一
剂量曲线

。

存活模型为 �� �一���� ，加�

��������一���� ����� ����� �� ��� ���
������� �� ������ � ����� ��� �����

������� ������ ������� ���������

����，�����

�「鱼二卫丛
�

�

卫�
� ���

��� ��������������� �二 �一 ��� �日�，�

值与 ��� 、 ， ��的值也比较接近
，

说明这些点在拟

合中所作的贡献较大
，
反之亦然

，
从而验证了所

用方法的 合 理性
。

图 �中的③ 是这一拟合的图

象
。

一， �

�
、 �。 ，卜 � 。 。 咨 ��

、 一 ���
� ，
���，

、 、 一
为了进一步对 ��

乙 �卫一蕊世
里

生 �进行“ ‘ ’

一 ‘
’ ， 一

拭 � ��� � 一 “

检验
，
我们还用它配合另二个存活曲线模型对表

�中的�行数据进行了拟合
。

图 �
、
�是这二条

曲线的图象
。

本工作表明
，
在用最小二乘法进行存活曲线

拟合时
，

、

采用不同的月标函数
，
其结果是不一样

的
。

如果选择的拟合方法不尽合理
，
则得到的存

活曲线参数未必能反映细胞对射线的反应
。

实验

表明由于方法选择不当而引起的参数变异
，
有时

可能会超过某些剂量修饰因子的影响
。

这一点应

予足够重视
。

看来适用于二般非线性曲线拟合的

目标函数①对存活曲线拟合并不适用 ，
而代之以

③较为合理 。

这一方与 ������等〔。 �所采用的方法

基本一致
，
但表达更为简单

。

当每一剂量的存活

率的相对标准误相等时
，
式���和式���等价

。

本

方法对那些实验数据分布与存活曲线实验相似的

工作
，
如细胞的药物毒性试验等

，
也有一定的参

考价值
。

在程序语言的编写上
，
只要对一般非线

性最小二乘法的语言稍加修改
，
就可适用本方法

。

而最小二乘法的计算机语言程序
，
在一些程序汇

编上可以找到
。

这对学过计算机语言的基础知识的放射生物学工作者并不太困难
。
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